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Zur Zweipunktfunktion in nichtlinearen Spinortheorien

Von H. MitTER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 753-—758 [1960] ; eingegangen am 31. Mai 1960)

The propagation function of a nonlinear spinor theory with y5-invariance is studied in an approxi-
mation which neglects four-point- and higher correlations. The resulting nonlinear differential equa-
tion is solved. The only solution fulfilling certain general physical requirements (microcausality,
positive energies) corresponds to a “dipole ghost” of zero rest mass.

Die Untersuchung der feldtheoretischen n-Punkt-
funktionen zerfillt in zwei Teile: Einer hat die Be-
trachtung jener Eigenschaften zum Gegenstand, die
direkt aus der Invarianz der Theorie bei der LorenTz-
Gruppe und verschiedenen Symmetriegruppen, sowie
aus der Mikrokausalitat folgen (vgl. dazu die Arbei-
ten von KirLen, Wicarman?! u. a.). Diese Eigen-
schaften konnen unabhingig von einer Diskussion
spezieller Wechselwirkungen angegeben werden und
fihren zu Spektraldarstellungen der n-Punktfunk-
tionen mit zunéchst nicht nidher bestimmten Spekitral-
funktionen. Der andere Teil bezieht sich auf das
Studium der von der Dynamik abhéngigen Eigen-
schaften (die indirekt durch die Gruppenstruktur be-
einfluflt sein konnen, weil diese die Form der még-
lichen Feldgleichungen einschrénken kann), also auf
die Gestalt der Spektralfunktionen. Im einfachsten
Fall der Zweipunktfunktion fithrt dies zu Aussagen
iber das Massenspektrum und Renormierungskon-
stanten.

Fiir die Zweipunktfunktion sind die Invarianz-
und Mikrokausalitdtseigenschaften bekannt (KALLEN,
Lenmann 2). Fiir die Spektralfunktionen existieren
Ungleichungen, deren Giiltigkeit an eine positiv-
definite Metrik im Zustandsraum gekniipft ist. Dar-
iiber hinaus konnte man — aufer im trivialen Fall
eines freien Feldes — nur storungstheoretische Aus-
sagen fiir renormierbare Theorien gewinnen.

HeisenBerG 2 versuchte, eine nichtlineare, nicht-
renormierbare Spinortheorie zu quantisieren, in-
dem ein enger Zusammenhang zwischen der Zwei-
punktfunktion und gewissen klassischen Losungen
der Feldgleichung vermutet wurde. Die Zweipunki-
funktion hat dann auf dem Lichtkegel — zum Un-
terschied von der eines freien Feldes — keine - und

1 G.Kirey u. A.S. Wicatman, Mat. Fys. Skr. Dan. Vid.
Selsk. 1 no. 6 [1958] ; G. KirLenx u. H. WiLneLmssox, ibid.
1 no. 9 [1959], vgl. auch Anm. 5.

2 G.Kiiiey, Helv. Phys. Acta 25, 417 [1952]. — H. Len-
many, Nuovo Cim. 11, 342 [1954]; vgl. auch H. Umezawa

¢’-funktionsartigen Singularititen, sondern sollte bei
Anniherung an den Lichtkegel mit wachsender Am-
plitude und Frequenz oszillieren. Dies hat zur Folge,
daf} die Norm im Zustandsraum nicht mehr positiv
definit sein kann. Es treten Zustinde mit negativer
Norm (,,Geisterzustinde*) auf, deren physikalische
Bedeutung im Falle des Lee-Modells im einzelnen
analysiert werden konnte, im allgemeineren Falle
aber erst geklart werden muf3.

Da nun der Zusammenhang zwischen der Aus-
breitungsfunktion der quantisierten Theorie und
klassischen Losungen der Ausgangsgleichung zu-
néchst undurchsichtig ist, wére es vorteilhaft zu wis-
sen, ob ein solches Quantisierungsverfahren fiir
eine nichtrenormierbare Theorie sinnvoll oder sogar
notwendig ist. Es soll daher im folgenden versucht
werden, Aussagen iber die Zweipunktfunktion zu
erhalten, ohne daBl besondere Annahmen iiber die
Art der Quantisierung oder die Metrik im Zustands-
raum gemacht werden. Die physikalische Struktur
der Theorie soll lediglich so beschaffen sein, daf
aus der Lorentz-Invarianz in iiblicher Weise eine
Spektraldarstellung der Ausbreitungsfunktion er-
schlossen werden kann.

Da fur das vorliegende Problem unter den gegen-
wartigen Umstidnden exakte Methoden nicht zur Ver-
fligung stehen, mufl man sich auf Naherungsverfah-
ren beschrianken, iiber deren Giite man keine Auf-
schliisse hat. Alle Schliisse der vorliegenden Arbeit
sind daher nur im Rahmen und Konvergenzbereich
der gemachten Ndherung — neue Tamm—DaNcors-
Methode, Beschrankung auf gewisse einfache Gra-
phen, insbesondere Vernachlassigung hoherer Kor-
relationen — sinnvoll und sollten nicht ohne weite-
res verallgemeinert werden.

u. S. Kamerucur, Progr. Theor. Phys. 6, 543 [1951].
3 W. Heisenserg, Z. Naturforschg. 9 a, 292 [1954]; vgl. auch
Anm. 5.
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Allgemeine Eigenschaften
Wir untersuchen die Zweipunktfunktion
(0|Ty(x) (y)|0)=F(z),

und nehmen an, daB die Theorie invariant bei
Touscuek-Transformationen

z=z—-vy, (1)

'w_;ei“?'sl/‘)? 1—/—,_)7,61'1;-5 (23)
und der Spiegelung
D= sy (~1.0) (2b)

ist. Diese Symmetrieannahme diirfte an der prin-
zipiellen Struktur des Quantisierungsproblems nichts
Wesentliches dndern, sie vereinfacht jedoch die Rech-
nung betrichtlich ¢, denn es tritt der KirLen—Len-
manN-Darstellung der Zweipunktfunktion nur eine
Spektralfunktion auf:

A.(z¢) dC. (3)

—
"
—
)
~
Q

dz,
Dabei ist 4, =i A, = —3 Ay die Ausbreitungsfunk-

tion fiir ein freies Bose-Teilchen der Masse /¢ . We-
gen der Invarianz bei eigentlichen Lorentz-Trans-
formationen muf}

F(z)=2(yz) H(s), s=zvzr (4)

sein, wobei H (s) auch noch vom Vorzeichen von z
abhingen kann (also im Vor- und Nachkegel ver-
schieden sein kann).

Man sieht, daf

oo

i) = [o(0)

0

as Ae(s:0) & &

o

_ /'Q(;) ;‘ (=340 (s) +id(s))dS

0

ist. Wiirde man, wie in einer fritheren Arbeit®, auch
noch Invarianz bei PauvrLi—Gursey-Transformationen
fordern, so erhielte man keine weitere Einschrin-

kung des Ansatzes (4).

Aufler diesen einfachen Folgerungen aus der
Lorentz- und Touschex-Invarianz sind aber noch

4 In der hier verwendeten Niherung ist die Rechnung fiir
ein Spinorfeld mit diesen Symmetrien einfacher als fiir
ein skalares Feld, da Ableitungen niedrigerer Ordnung
auftreten und die Verhédltnisse hinsichtlich der Dirac-
Algebra einfach sind.

5 H.-P. Dirr et al., Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959].

6 A.S. Wicnrman, Phys. Rev. 101, 860 [1956].
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zwei wichtige physikalische Forderungen zu erfiil-
len, die das Verhalten von H fiir komplexe Argu-
mente beeinflussen. Die erste ist die Mikrokausali-
tiatsforderung

{p(2).7(y)} =0 fir 2>0. (6)

Da der Vakuumerwartungswert des Antikommuta-
tors ebenso wie der des zeitgeordneten Produktes
mit Hilfe der Spektralfunktion o dargestellt werden
kann, wobei an Stelle von 4, die Funktion 4 auf-
tritt (1= —3¢(z) 4). bedeutet die Forderung (6)
einfach

(I) SMmH(s) =0 fir s>0.

Eine zweite wichtige Forderung ist die nach posi-
tiven Eigenwerten des Operators der Gesamtenergie.
WicHryMAaN 6 hat gezeigt, daf} dies Analytizitdtseigen-
schaften der n-Punktfunktionen zur Folge hat. Fiir
die hier betrachtete Zweipunktfunktion bedeutet
diese Forderung
(IT) H(s) muB in der ganzen komplexen s-Ebene
mit Ausnahme der negativen reellen Achse und des
Ursprunges analytisch sein.

Aus der Symmetrie von A, bei Zeitspiegelung
folgt die entsprechende Eigenschaft von H, die spa-
ter von Bedeutung sein wird:

(111) Hiz;.3) =H(—z2.3).

Geniherte Berechnung von H

Nun soll fiir eine spezielle Theorie eine geniherte
Berechnung von H versucht werden. Wir betrachten
die Gleichung

o
Ya o W(@) +Bysyr:

v (@) @) 757y (@) (1)
127 (@) (P() 70 (@) =0.

Sie stellt den einfachsten Fall einer nichtlinearen
Spinortheorie mit den geforderten Symmetrien dar
und enthilt fiir I’ =0 die von HEISENBERG u. a. ? stu-
dierte Gleichung. In (7) bedeutet : : das Wick-
sche Operatorprodukt ?.

Wir bilden zunichst den Ausdruck

Voo n F(x—y) yu=—8(y2) [sH'+3 H']

ox, <y,

7 Das Wick-Produkt soll dabei durch die tibliche Regel (nur
Paarkontraktionen) definiert sein. Dann verschwindet der
Vakuumerwartungswert des Wick-Produktes von zwei Ope-
ratoren automatisch. Es wiren auch andere Definitionen
fiir : : moglich, doch wiirden sich die Unterschiede erst
in hiheren Niherungen bemerkbar machen.
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und finden aus der Definition von F bei Beachtung
der Tatsache, daBl das T-Produkt fiir gleiche Zeiten
eine Sprungstelle hat, mit Hilfe der aus der Spek-
traldarstellung folgenden Beziehung

(0 I {W(x)v 17)(?/)} ‘0> !Il=yl (8)
—785(0—1) [o(0) d&
0

die Gleichung

3 9 ,

75, 5y, YT 7
_/ 3 . 3y (y) \
01T (rgv@, L0 7) 10)

.3 F
~i7u g 6(z>0f9(~) El

20—y (0112 w@. 7w} o).

Wenn aus der Differentialgleichung (7) eingesetzt
wird, verschwindet der letzte Ausdruck, wie mit
Hilfe von elementaren Eigenschaften des Wick-Pro-
duktes gezeigt werden kann. Im ersten Ausdruck
formen wir das 7-Produkt in Wick-Produkte um
und vernachlissigen alle Glieder mit weniger als
drei Kontraktionen. Dann erhalten wir die Bezie-

hung
3 93 .
y,a—xv 3, Flx—y) yu= (10)

= B+U3*y, F(2) yu F(—2) 9 F(2) u
— (B +1%) 9, F(2) yuSp F(—2) 7, F(2) yu

—ire o0 [e(0) L.
" 0

Gehen wir mit dem Ansatz (3) in diese Gleichung
ein, so erhalten wir nach einiger Rechnung

(yz)[sH’ +3H +1sH?] (11)

= i y 9 7 r

mit A=24(1F+1Y + 16212,
Im linearen Fall 2=0 16st die Ausbreitungsfunk-
tion eines Neutrinos

Fo(2) =4y, = De(2) (12)
Fiir diese ist ¢({) = lim 8 ({—¢)
=0

Die Losung ist

die Gleichung.
und / 0()di=4 (s. Anm. %),

0
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durch (11) nur bis auf eine Konstante 4 bestimmt.
Diese kann (z.B. durch die tibliche kanonische Quan-
tisierungsforderung) auf 1 normiert werden. Eine
Storungsentwicklung fiir kleine 4 fithrt zu divergen-
ten Resultaten.

Wir suchen nun Lésungen fir 2 + 0 und betrach-
ten zunichst solche fiir z+ 0. Dann braucht nur die
homogene Gleichung

sH' +3H +isH3=0 (13)

betrachtet zu werden. Wie man sofort sieht, lautet
eine spezielle Losung

H=1/Vis. (14)

Es wird sich herausstellen, daf} dies die einzige
physikalisch zuldssige Losung ist. Um dies zu zei-
gen, suchen wir die allgemeinste Losung von (13).
Mit der neuen Variablen 7, die wir durch

s=8 e ° (15)

einfilhren (dabei sei s, eine raumartige Anfangs-
stelle), und dem Ansatz

1
H= ng(f) (16)
finden wir die Differentialgleichung
§—5(1—-g°)=0. 17)

Man sieht an dieser Stelle, daB eine Anderung von 1
durch eine Anderung des LingenmaBstabes fiir s
und s, kompensiert werden kann, denn 7 bleibt da-
bei invariant und in (17) tritt 4 nicht mehr auf.
Nach Multiplikation mit g kann eine Integration aus-
gefithrt werden. Die verbleibende Differentialglei-
chung erster Ordnung kann durch Trennung der
Variablen gelost werden. Man erhalt

q
_ [ ¢ ____,
- j V—C+eg—t g (18)
Jo
wobei C eine reelle Konstante ist, die Randbedin-
gungen enthalt:

C=g*(0) —%£*(0) —5%(0) . (19)

Als Umkehrfunktion des elliptischen Integrals (18)
ist g eine elliptische Funktion von 7, deren Verhal-
ten im Komplexen wesentlich von C [genauer gesagt,
von der Lage der Nullstellen des im Nenner von
(18) stehenden Polynoms] abhingt. Sie kann fiir
alle Werte von C geschlossen durch die WEIERSTRASS-
sche p-Funktion dargestellt werden. Fiir die folgende
Diskussion ist jedoch die Darstellung durch die
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JacoBischen Funktionen zweckmifiiger. Fur diese
mul} zwischen den drei Féllen:

a) C<0, b) 0<C<3, ¢ C>3%

unterschieden werden.

Im Fall ¢) kann (I) — reelle g fir reelle v —
nicht erfiillt werden, denn 7 ist in diesem Fall stets
komplex, wie aus (18) gesehen werden kann. Dieser
Fall scheidet daher aus. In den anderen Fallen ist g
eine Jacosische Funktion, und zwar

a) g=A;cen(Ayt+ A4y) , (20 a)
b) g=B;dn(Byt+B,) . (20b)

Dabei sind 4; und B; reelle Konstanten, die durch C
ausdriickbar sind. Beide Losungen erfiillen (I). Der
Imaginirteil beider Funktionen oszilliert bei An-
ndherung an den Lichtkegel mit wachsender Fre-
quenz, die zugehorige Vertauschungsfunktion zeigt
also qualitativ das von HersenBerG 3 erwartete Ver-
halten.

Wir betrachten nun das Verhalten in der kom-
plexen s-Ebene. Diese wird durch (15) auf einen
Streifen der komplexen 7-Ebene abgebildet. Die s-
Ebene muf} entlang der negativen reellen Achse auf-
geschnitten werden, damit die Abbildung eindeutig
wird. Die beiden Ufer entsprechen den Werten
zo>|3| und zy< —|3|. Sie gehen in die Geraden
Smr=ta iber.

Die Jacosischen Funktionen sind doppeltperiodi-
sche Funktionen ihres Arguments und héngen aufer-
dem von einem Parameter k ab, der durch C be-
stimmt ist. Er variiert im Fall a) wischen 0 und
1/V2 und im Fall b) zwischen O und 1. In beiden
Fillen ist eine Periode der Jacosr-Funktionen reell
und eine rein imagindr. Da die Funktionen fiir ge-
wisse komplexe Argumente unendlich werden, kann
die Analytizitatsforderung (II) nur erfillt werden,
wenn diese singuldren Punkte entweder aullerhalb
des Streifens JM v= t 7 oder auf dessen Begren-
zung liegen (im letzteren Fall hatte man unendlich
viele Pole auf der negativen reellen s-Achse, die
sich bei s =0 héufen). Eine Abschitzung der imagi-
nédren Periode (vgl. Anhang) zeigt, daf} dies im Fall
a) nicht realisiert werden kann, wohl aber im Fall
b), wenn C geniigend nahe bei 3 gewihlt wird.

8 Der Limes ist nach der Integration iiber { auszufiihren.

9 Da das Produkt zweier Distributionen am selben Ort nicht
definiert ist, hat der in (13) auftretende Ausdruck H? nur
einen Sinn, wenn er als lim 1/(s+i )3 verstanden wird.
Dann 16st (24) die Dgl. (13) auch in der Ndhe von s=0:
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Fiir C =% entartet die Jacosische Funktion und
man erhilt die Losung (14).

Obwohl im Fall b) sowohl (I) als auch (II) er-
fiillt werden kann, ist die Losung fiir C +  physika-
lisch nicht zulédssig. Fir zeitartige s ist 7 auf dem
physikalischen Blatt zweideutig Jmt= *x. Die
beiden Vorzeichen entsprechen denen von z,. Wie
man nun aus der Fourier-Reihe

H=-"L[1+R(s)],

R(s) =4 Z D, cos(nDylns/s;)
=1
(die D, sind reell) sieht, wechselt Jm H bei Zeit-
spiegelung zy— — z, das Vorzeichen und das wider-
spricht (III). Damit ist gezeigt, dall nur (14) als

Losung in Frage kommt.

Spektralfunktion, Verhalten im Nullpunkt

Nun untersuchen wir die Losung (14) in der
Néhe von s =0 . Das Verhalten in diesem singuldren
Punkt muB} so beschaffen sein, dafl (14) auch wirk-
lich eine Ausbreitungsfunktion darstellt, wie dies
durch (5) gefordert wird. Bildet man den Realteil
von (5) und setzt (14) ein, so sieht man, dal} die
Spektralfunktion durch

16 n2

(@@= lm o'c-0) (@)
gegeben ist 8. Fir diese Funktion gilt
[e(¢) dt=0, (22)
0

so dal} also die Gl. (11) durch (14) auch fir z=0
gelost wird, wenn das Verhalten in der Ndhe von
s=0 richtig ist. Bilden wir den Imaginarteil von
(5) und setzen (21) ein, so sehen wir

—ad(s)

o _
SMmH= Vi

(23)

so dal} wir also H (s) als

H(s) = 7]}? % —iad(s) ="]}I (Islmo le? (24)

aufzufassen haben®. Damit ist das Verhalten im

Multipliziert man den Differentialausdruck (13) mit einer
analytischen Funktion und integriert iiber einen Kreis um
den Nullpunkt, so erhilt man mit Hilfe der Caucnyschen
Integralformel im Limes 6 — 0 Null.
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Nullpunkt festgelegt. Insgesamt ist die Ausbreitungs-
funktion in der betrachteten Naherung gegeben durch

F(z) 1 ) (7 Z)

VWU TAEIT 24id

1
T2V T4 IR y’az (In2%) .

(25)

Diskussion

Die Ausbreitungsfunktion F(z) erfillt in dieser
Néherung eine nichtlineare Differentialgleichung,
die der Struktur nach gewisse Ahnlichkeiten mit der
Ausgangsgleichung (7) hat. Die Losung (25) und
die zugehorige Vertauschungsfunktion ist auf dem
Lichtkegel weniger singulér als die des zugehorigen
freien Feldes (12), denn sie enthilt keinen Anteil
0’ (s). Sie ist aber nicht ganz frei von d-artigen Sin-
gularitaten. Ein oszillatorisches Verhalten tritt nicht
auf. Die zugehorige Spektralfunktion entspricht
einem ,,Geisterdipol“ (einer Kombination von zwei
Zustianden zur selben Masse mit entgegengesetzter
Norm) bei der Masse Null. Dieses Resultat unter-
scheidet sich von dem in einer fritheren Arbeit? als
Approximation angenommenen Verhalten nur da-
durch, daB in der hier betrachteten Ndherung kein
Pol bei einer endlichen Masse auftritt.

In hoheren Naherungen [die zustande kommen,
indem man die mit Green-Funktionen zur Masse
Null integrierte Gl. (7) ofter anwendet, kontrahiert
und alle hoheren Korrelationen vernachldssigt] tre-
ten Integrodifferentialgleichungen an Stelle der Dif-
ferentialgleichung (11), in denen hohere Potenzen
von F auftreten. Dies 146t vermuten, dafl man dann
noch weniger singuldre Losungen als (24) zu er-
warten hatte, wenn das Naherungsverfahren iiber-
haupt sinvoll ist, weil sonst die auftretenden Inte-
grale nicht konvergieren wiirden. Damit wéren auch
Beitrdge bei endlicher Masse moglich (vgl. z. B. die
»stark regularisierte Funktion aus Anm. %, fir die
alle Impulsintegrale konvergieren). Ob diese Ver-
mutung richtig ist, konnte nur durch eine Untersu-
chung der hoheren Naherungen geklart werden, die
aber auf betrdchtliche analytische Schwierigkeiten
stof3t.

Herrn Professor Dr. W. Heisensere mochte ich fiir
zahlreiche fordernde Diskussionen herzlich danken.

Anhang

Diskussion der Losungen der Dgl. (17). Sei
Q=-C+g*—3g'=2(0—g% (82—a) ,

dann ist
ae=1%y1-2¢C.

Die Umkehrfunktion des elliptischen Integrals

“a
’j.f 70

ist dann je nach der Lage der Nullstellen von Q in ver-
schiedener Weise durch Jacosische Funktionen auszu-
driicken 10:

a) Fiir C<<O0 ist

g=—Va (Va5
Dabei ist F (D, , k) das elliptische Normalintegral erster
Gattung. @, ist durch g(0) = —}/a, cos Dy=g, be-
stimmt. Der Modul % ist gleichzeitig der Parameter der
Jacosr-Funktion. Er ist durch

k= al/ (o1 —as)

gegeben und variiert zwischen 1/1/2 (fiir C=0) und 1
(fiir C= —0o0). Die Perioden der Jacosi-Funktion sind
durch das vollstindige elliptische Normalintegral erster
Gattung bestimmt, und zwar ist die reelle Periode 4 K(k)
und die imaginére Periode 2iK(})/1—£%?) =2iK’. Die
Singularitéten liegen auf der Geraden

Im[VE(ay—ap) 7] =iK’,
und zwar in den Punkten
%E[V%(al—agr] =0, 2K, 4K,... .

Wir zeigen nun, daf} die Gerade Imr=u stets ober-
halb dieser Geraden liegt: K’ nimmt von k=1 bis
k=1/1/2 monoton zu. Mit Hilfe einer Ungleichung fiir
K’ (Baremax 12, S. 318) sieht man

K<Z k< y +M o [ .

+F(¢o,k))

T
V=1

. YERN
)/

Die Singularititen der Jacosr-Funktion liegen daher
stets innerhalb des physikalischen Gebietes.

b) 1>2C>0. In diesem Falle ist
Y s /a1
g=Va, dn 7+ F (D, k)

wobei aber jetzt k2= (a; — a,)/a, zwischen 0 (fiir 2C=1)
und 1 (fiir C =0) variiert. Die Perioden der elliptischen
Funktion sind 2 K und 4i K'. Fiir k=0 ist K’ logarith-
misch divergent und daher sicher groBer als V3o, @.
Fiir k=1 ist K'=77/2 und daher kleiner als /3 a; 7=.
Die Forderung (II) ist daher nicht stets erfiillt, sondern

10 H. Batemax, Higher Transcendental Functions II, McGraw-
Hill 1953, Kap. XIII,
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nur fiir K" > :1]/2a, . Diese Bedingung ist fiir C nahe

bei 1/2 erfiillt.
Eine Fourier-Reihe fiir H lautet (Baremax 19, S. 345)

_”,"/at 2x |1 L\f: ('n.‘r a, s)
H(s) = l 5 Ks{‘l ; ‘,?ancos K ] - In Y

H. PFLEIDERER, A.SEEGER UND E. KRONER

e—anK'[K

mit Dy = l—e—27nKIK

] / - T+F(rp0,k):]/ % In -

2 Sy

und

Die Reihe konvergiert fiir C nahe bei 1/2 sehr rasch.

Nidhtlineare Elastizititstheorie geradliniger Versetzungen

Von Haxs PrLEiDERER, ALFRED SEEGER und Exkemart KrONER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart,
und dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 758—772 [1960] ; eingegangen am 29. Mirz 1960)

Die Spannungsfunktionsmethode zur Losung von Eigenspannungszustinden wird, ausgehend von
der Riemanx—Cartanschen Versetzungsgeometrie, in allgemeiner Form entwickelt. Die praktische
Berechnung ebener Eigenspannungszustinde in einem isotropen Medium im Rahmen der Elastizi-
tiatstheorie zweiter Ordnung wird im einzelnen dargestellt. Einfache Verhiltnisse ergeben sich fiir
kontinuierliche Verteilungen gerader paralleler Schrauben- oder Stufenversetzungen. Mit den dafiir
erhaltenen Formeln werden in quadratischer Ndherung die Spannungsfelder singuldrer Schrauben-
und Stufenversetzungen berechnet, die in der Mittelachse hohler Kreiszylinder mit spannungsfreien
Rindern liegen. Als Nebenergebnis erhalten wir die bekannte Zexersche Formel fiir die mittlere
Volumenaufweitung bei Eigenspannungen aus der quadratischen Elastizitatstheorie.

In einer vorangehenden Arbeit! ist dargelegt
worden, welche Vorteile die nichtlineare Elastizitits-
theorie fiir die Behandlung von Fehlstellen in Kri-
stallen bietet und welche der linearen Elastizitits-
theorie iiberhaupt nicht zugéinglichen Probleme da-
mit I6sbar werden. Wie bei der linearen Elastizitits-
theorie gibt es auch bei der nichtlinearen Theorie
zwei zueinander komplementdre Rechenmethoden:
Erstens lassen sich Jerschiebungen einfiihren und
so die Kompatibilititsbedingungen identisch erfil-
len. Die zu losenden Gleichungen sind dann die in
den Verschiebungen ausgedriickten Gleichgewichts-
bedingungen. Zweitens kann man die Gleichgewichts-
bedingungen durch einen Spannungsfunktionsansatz
befriedigen, was allerdings nur moglich ist, wenn
keine Massenkrifte ohne Potential und keine Trig-
heitskrafte zu beriicksichtigen sind. Die Differential-
gleichungen des Problems, denen die Spannungs-
funktionen geniigen miissen, sind dann die Kom-
patibilititsbedingungen oder, bei Eigenspannungen,
deren Verallgemeinerung.

Die uns in der Physik der Gitterfehler interessie-
renden Probleme sind so beschaffen, daB je nach
Fragestellung einer der oben bezeichneten beiden
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Wege giinstiger als der andere oder nur allein gang-
bar ist. Will man beispielsweise die Streuung elasti-
scher Wellen an Fehlstellen, etwa Versetzungen, be-
handeln, so ist wegen der Trigheitsglieder das Rech-
nen mit Verschiebungen — jedenfalls bis jetzt —
unvermeidlich. Bei statischen Eigenspannungsproble-
men dagegen ist, wie auch schon in der linearen
Theorie 2, die Beniitzung von Spannungsfunktionen
sehr zweckmiaBig. Dieses Verfahren ist sogar un-
entbehrlich, wenn kontinuierlich verteilte Versetzun-
gen, die ja die elementaren Eigenspannungsquellen
sind, behandelt werden sollen.

Die Grundlagen fiir die Verschiebungsmethode hat
Mur~acHAN ? ausgearbeitet. In sog. quadratischer
Niherung ist damit ein verhéltnismafBig einfaches
Versetzungs-Randwertproblem, nédmlich eine Schrau-
benversetzung in einem Hohlzylinder, gelost wor-
den !. Die Anwendung dieser Methode auf die Streu-
ung elastischer Wellen an Fehlstellen, die sich be-
sonders im Hinblick auf Probleme der Warmeleitung
durch Gitterschwingungen als sehr fruchtbar er-
wiesen hat, wird an anderer Stelle gegeben werden.
Je nach ZweckmaiBigkeit lassen sich die Verschiebun-
gen als Funktionen des unverformten Anfangs- oder
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